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DE´VELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE
DE DISTRIBUTIONS HOLONOMES
D’UNE VARIABLE COMPLEXE
par Claude Sabbah
Re´sume´. — Nous donnons la forme ge´ne´rale d’un germe de distribution holonome
d’une variable complexe.
Abstract (Asymptotic expansion of holonomic distributions of one complex variable)
We give the general form for a germ of holonomic distribution of one complex
variable.
Introduction
Dans cet article, nous utilisons la notion de « dual hermitien d’un D-
module » introduite par M. Kashiwara [3] (voir aussi [2]) pour donner la forme
ge´ne´rale d’un germe de distribution d’une variable complexe satisfaisant a`
une e´quation diffe´rentielle holomorphe. Le cas ou` l’e´quation est a` singularite´
re´gulie`re est bien connu (voir par exemple [1]). Nous utilisons ici le fait que le
dual hermitien d’un D-module holonome d’une variable complexe est encore
holonome : c’est un cas particulier d’une conjecture ge´ne´rale de M. Kashiwara ;
ce cas particulier est montre´ dans [6], en analysant la dualite´ hermitienne au
niveau des cocycles de Stokes.
Nous ne´gligerons ci-dessous les distributions a` support ponctuel (masses de
Dirac) et travaillerons avec les germes de distributions mode´re´es.
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1. De´veloppement asymptotique de distributions holonomes
Soit X un disque centre´ en 0 dans C, muni de la coordonne´e x. Soit u un
germe en 0 de distribution holonome mode´re´e en 0 sur X : autrement dit,
(1) il existe un voisinage ouvert U de 0 dansX tel que u soit une distribution
sur U∗ = U r {0} qui soit la restriction d’une distribution sur U (l’espace
correspondant est note´ Dbmod 0(U)),
(2) il existe un ope´rateur diffe´rentiel line´aire holomorphe non identiquement
nul P ∈ O(U)〈∂x〉 tel que l’on ait P · u = 0 dans Db
mod0(U).
On peut supposer que U est choisi de sorte que P n’ait de singularite´ qu’en
0 ∈ X .
Soit π : Y → X , y 7→ yq = x, un reveˆtement ramifie´ de degre´ q ∈ N∗. Alors
l’image inverse par π d’une distribution mode´re´e en 0 est bien de´finie comme
distribution mode´re´e en 0 sur Y . Si u est holonome, π∗u l’est aussi.
The´ore`me. — Soit u un germe en 0 de distribution holonome mode´re´e sur X.
Alors il existe :
– un entier q, donnant lieu a` un reveˆtement ramifie´ π : Y → X,
– un ensemble fini Φ ⊂ y−1C[y−1],
– pour tout ϕ ∈ Φ, un ensemble fini Bϕ ∈ C et un entier Lϕ ∈ N,
– pour tous ϕ ∈ Φ, β ∈ Bϕ et ℓ = 0, . . . , Lϕ, une fonction fϕ,β,ℓ ∈ C
∞(Y )
tels que l’on ait, dans Dbmod0(V ) et en particulier dans C∞(V ∗) (ou` V est un
voisinage assez petit de 0 dans Y ), l’e´galite´
(∗) π∗u =
∑
ϕ∈Φ
∑
β∈Bϕ
Lϕ∑
ℓ=0
fϕ,β,ℓ(y)e
ϕ−ϕ|y|2βL(y)ℓ,
ou` on a note´
L(y) :=
∣∣log |y|2∣∣ .
Notons que, pour ϕ ∈ y−1C[y−1], la fonctions eϕ−ϕ est un multiplicateur
dans Dbmod0(V ) (car c’est une fonction C∞ sur V ∗, a` croissance mode´re´e a`
l’origine ainsi que toutes ses de´rive´es). Il en est de meˆme des fonctions |y|2β et
L(y)ℓ.
Avant de montrer le the´ore`me, nous allons pre´ciser les ϕ, β tels que fϕ,β,ℓ 6= 0
pour un certain ℓ, en rappelant d’abord des re´sultats classiques sur la structure
des connexions me´romorphes d’une variable (cf. [4] par exemple).
Soit M un germe en x = 0 de fibre´ me´romorphe muni d’une connexion ∇,
i.e. un C{x}[x−1]-espace vectoriel de dimension finie muni d’une connexion.
Soit π : y 7→ x = yq une ramification telle que le formalise´ ramifie´ N̂ := π+M̂
soit isomorphe au formalise´ d’un fibre´ me´romorphe a` connexion e´le´mentaire,
i.e. de la forme N e´l = ⊕ϕ∈Φ(E
ϕ ⊗ Rϕ), ou` les Rϕ sont a` singularite´ re´gulie`re
et Eϕ est e´gal a` OX muni de la connexion telle que ∇1 = dϕ ; on note, pour
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plus de clarte´, «eϕ» la section 1 de Eϕ. Le groupe Z/qZ agit naturellement
sur N̂ .
On note V •M la filtration de´croissante (indexe´e par R) de Deligne du fibre´
me´romorphe M : chaque V bM est de type fini sur C{x}〈x∂x}, et le gradue´
grbV M := V
bM/V >bM est un espace vectoriel de dimension finie sur lequel
l’endomorphisme induit par x∂x a ses valeurs propres β de partie re´elle e´gale
a` b. On note alors ψβxM ⊂ gr
b
V M le sous-espace propre ge´ne´ralise´ associe´
a` β. La multiplication par xk induit un isomorphisme grbV M
∼
−→ grb+kV M qui
transforme x∂x et x∂x+k, donc qui induit un isomorphisme ψ
β
xM
∼
−→ ψβ+kx M .
La construction peut aussi eˆtre applique´e au formalise´ M̂ et il est connu que
grbV M̂ = gr
b
V M et ψ
β
xM̂ = ψ
β
xM .
Par ailleurs, si N = π+M comme ci-dessus, on a V bM = (V qbN)Z/qZ (on
utilise le fait que, sur 1⊗M , y∂y agit comme q Id⊗x∂x). Enfin, en utilisant la
de´composition de N̂ = N̂ e´l, on a V b(Eϕ ⊗Rϕ) = E
ϕ ⊗Rϕ pour tout b ∈ R si
ϕ 6= 0. Ainsi, ψβyN = ψ
β
y N̂ = ψ
β
yR0.
Revenons maintenant a` la situation du the´ore`me. Dans la suite, on travaille
sur un voisinage assez petit de 0 qu’on ne pre´cise pas, et qu’on note toujours
X ou Y .
Soit M le DX [x
−1]-module engendre´ par u dans Dbmod 0(X). Alors M est
un OX [x
−1]-module localement libre de rang fini muni d’une connexion, induite
par l’action de ∂x. Soit π : Y → X une ramification telle que N := π
+M soit
formellement isomorphe a` N e´l = ⊕ϕ∈Φ(E
ϕ ⊗ Rϕ). On identifie le germe de
fibre´ a` connexion π+N au DY [y
−1]-sous-module de Dbmod0(Y ) engendre´ par
la distribution mode´re´e v = π∗u. Par ailleurs, N est de la forme DY /(Q) pour
un certain ope´rateur diffe´rentiel holomorphe Q qui annule v.
De´finition. — On dira que la distribution holonome mode´re´e u est sans ra-
mification si on peut choisir π = Id ci-dessus.
On travaillera directement avec la distribution holonome mode´re´e sans ra-
mification v = π∗u. Pour ϕ ∈ y−1C[y−1], soit Nϕ le DY [y
−1]-module engendre´
par eϕ−ϕv dans Dbmod0 Y . C’est aussi un OX [x
−1]-module localement libre de
rang fini muni d’une connexion.
Pour tout β ∈ C, on note L′ϕ,β(v) l’ordre de nilpotence de y∂y − β sur
ψβy (Nϕ). On a bien suˆr L
′
ϕ,β(v) = L
′
ϕ,β+k(v) pour tout k ∈ Z. Il existe alors un
ensemble fini minimal B′ϕ(v) ⊂ C tel que, pour tout j ∈ N on puisse trouver
un entier k(j) et un ope´rateur Pj ∈ C{y}〈y∂y〉 tels que
(1)
[ k(j)∏
k=0
∏
β∈B′ϕ(v)
[
− (y∂y − β − k)
]L′ϕ,β − yjPj] · eϕ−ϕv = 0.
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Remarque. — Pour presque tout ϕ, on a B′ϕ(v) = ∅. On note Φ(v) l’ensemble
des ϕ pour lesquels la composante Eϕ⊗R′ϕ de DY [y
−1] ·v n’est pas nulle. C’est
aussi l’ensemble des ϕ pour lesquels la composante E−ϕ ⊗R′′ϕ de DY [1/y] · v
n’est pas nulle.
On de´finit de manie`re conjugue´e les objets L′′ϕ,β et B
′′
ϕ(v). On pose alors
Bϕ(v) =
[
(B′ϕ(v)− N) ∩B
′′
ϕ(v)
]
∪
[
B′ϕ(v) ∩ (B
′′
ϕ(v)− N)
]
.
Autrement dit, β ∈ Bϕ(v) si et seulement si β ∈ B
′
ϕ(v) ∪ B
′′
ϕ(v) et (β + N) ∩
B′ϕ(v) 6= ∅ et (β + N) ∩ B
′′
ϕ(v) 6= ∅. Pour tout β ∈ C, on pose Lϕ,β(v) =
min{L′ϕ,β(v), L
′′
ϕ,β(v)}, et on a Lϕ,β+k(v) = Lϕ,β(v) pour tout k ∈ Z.
Enfin, si f ∈ C∞(Y ), on de´veloppe f par rapport a` y, y et on peut as-
socier a` ce de´veloppement un ensemble minimal E(f) ⊂ N2 tel que f =∑
(ν′,ν′′)∈E(f) y
ν′yν
′′
g(ν′,ν′′) avec g(ν′,ν′′) ∈ C
∞(Y ). La minimalite´ de E(f) im-
plique en particulier que g(ν′,ν′′)(0) 6= 0 si (ν
′, ν′′) ∈ E(f). On convient que
E(f) = ∅ si f est infiniment plate en 0.
Corollaire 1. — Soit v une distribution holonome mode´re´e sans ramifica-
tion. Alors v admet un de´veloppement (∗) dans Dbmod 0Y , avec Φ = Φ(v) et
β ∈ Bϕ(v). De plus, si fϕ,β,ℓ 6= 0 et si le point (k
′, k′′) ∈ N2 est dans E(fϕ,β,ℓ),
alors β + k′ ∈ B′ϕ(v) + N et β + k
′′ ∈ B′′ϕ(v) + N.
De´monstration. — Nous supposons le the´ore`me de´montre´. On utilise la trans-
formation de Mellin pour raisonner sur chaque coefficient du de´veloppement (∗).
Soit χ une fonction C∞ a` support compact contenu dans un ouvert ou` v est
de´finie, identiquement e´gale a` 1 pre`s de 0. On note de la meˆme manie`re la forme
χ i2π dy∧dy. Par ailleurs, choisissons une distribution v˜ induisant v sur Y
∗ et soit
p son ordre sur le support de χ. Nous allons d’abord conside´rer les coefficients
pour lesquels ϕ = 0.
Pour tous k′, k′′ ∈ N, la fonction s 7→ 〈v˜, |y|2sy−k
′
y−k
′′
χ〉 est de´finie et
holomorphe sur le demi-plan 2Re s > p+ k′ + k′′. Pour tout j > 1, notons Qj
l’ope´rateur apparaissant dans (1) (pour ϕ = 0). Alors Qj · v˜ est a` support
l’origine. Il sera commode dans la suite d’utiliser la notation α pour −β − 1
et noter A′ϕ(v) = {α | β = −α − 1 ∈ B
′
ϕ(v)}. On en de´duit alors que, sur un
demi-plan Re s≫ 0, la fonction[ k(j)∏
k=0
∏
α∈A′
0
(v)
(s− α− k′ + k)L
′
0,α
]
〈v˜, |y|2sy−k
′
y−k
′′
χ〉
co¨ıncide avec une fonction holomorphe sur 2Re s > p + k′ + k′′ − j. En ap-
pliquant le meˆme argument de manie`re anti-holomorphe, on trouve que, pour
tous k′, k′′ ∈ N, la fonction s 7→ 〈v˜, |y|2sy−k
′
y−k
′′
χ〉 s’e´tend en une fonction
me´romorphe sur C a` poˆles contenus dans (A′0(v) + k
′ −N) ∩ (A′′0 (v) + k
′′ −N),
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l’ordre du poˆle en α + Z e´tant majore´ par L0,α(v). De plus, cette fonction ne
de´pend pas du choix du rele`vement v˜.
Calculons maintenant la transforme´e de Mellin du de´veloppement (∗) pour v.
Lemme 1. — Si ϕ 6= 0, alors, pour toute fonction g ∈ C∞(Y ), la transforme´e
de Mellin de g(y)eϕ−ϕ|y|2βL(y)ℓ est une fonction entie`re.
De´monstration. — On montre que cette transforme´e de Mellin est holomorphe
sur tout demi-plan Re s > −p (p ∈ N). Pour cela, pour p fixe´, on de´compose g
comme la somme d’un polynoˆme en y, y et d’un reste qui s’annule a` un ordre
assez grand a` l’origine pour que la partie correspondante de la transforme´e de
Mellin soit holomorphe sur Re s > −p. On est donc ramene´ a` supposer que g
est un monoˆme en y, y. Il existe alors des e´quations fonctionnelles holomorphe
et anti-holomorphe pour la distribution mode´re´e g(y)eϕ−ϕ|y|2βL(y)ℓ avec po-
lynoˆme de Bernstein e´gal a` 1. On peut ainsi utiliser le meˆme argument que
ci-dessus, avec un terme entre crochets e´gal a` 1.
Conside´rons donc les termes du de´veloppement (∗) de v pour lesquels ϕ = 0.
Il n’est pas restrictif de supposer que deux e´le´ments distincts de l’ensemble
d’indices B0 qui intervient dans (∗) ne diffe`rent pas d’un entier, et que tout
e´le´ment β de B0 est maximal, en ce sens que l’escalier
⋃
ℓE(f0,β,ℓ) est contenu
dans N2 et dans aucun (m,m) + N2 avec m ∈ N∗. Soit β ∈ B0. Nous utili-
serons le fait que, pour tous (ν′, ν′′) ∈ Z2 non tous deux strictement ne´gatifs
et toute fonction g ∈ C∞(Y ) telle que g(0) 6= 0, la fonction me´romorphe s 7→
〈g(y)|y|2βL(y)ℓ, |y|2syν
′
yν
′′
χ〉 a ses poˆles contenus dans α−N (avec α = −β−1),
et a un poˆle en α si et seulement si ν′ = 0 et ν′′ = 0, ce poˆle e´tant alors d’ordre
ℓ+ 1 exactement.
Pour β ∈ B0, soit Eβ ⊂ N
2 un ensemble minimal tel que Eβ + N
2 =⋃
ℓ(E(f0,β,ℓ) +N
2). On de´duit de ce qui pre´ce`de et du de´veloppement (∗) que,
pour tout (k′, k′′) ∈ Eβ , la fonction s 7→ 〈v˜, |y|
2sy−k
′
y−k
′′
χ〉 a un poˆle non tri-
vial en α ; de la premie`re partie de la preuve on conclut que α−k′ ∈ A′0(v)−N
et α− k′′ ∈ A′′0 (v)−N, c’est-a`-dire β + k
′ ∈ B′0(v) +N et β + k
′′ ∈ B′′0 (v) +N.
Par hypothe`se sur B0, il existe (k
′, k′′) ∈ Eβ avec k
′ = 0 ou k′′ = 0. Il en
re´sulte que β ∈ Bϕ(v) et que la condition donne´e dans l’e´nonce´ du corollaire
est satisfaite par les e´le´ments de Eβ . Elle est alors aussi trivialement satisfaite
par les e´le´ments de tous les E(f0,β,ℓ).
Pour obtenir le re´sultat pour les fϕ,β,ℓ, on applique le re´sultat pre´ce´dent a`
la distribution mode´re´e eϕ−ϕv.
De´monstration du the´ore`me. — Nous utiliserons le re´sultat suivant :
The´ore`me ([6, Prop. II.3.2.5]). — Pour M comme ci-dessus, le OX [x
−1]-
module HomDX (M,Db
mod 0
X ) est libre (de meˆme rang que M) et muni d’une
connexion anti-holomorphe, donc est un DX -module holonome.
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On note Cmod 0X M = HomDX (M,Db
mod 0
X ). On a donc un accouplement
DX ⊗C DX -line´aire canonique
k :M ⊗C C
mod 0
X M −→ Db
mod 0
X , (m,ϕ) 7−→ ϕ(m).
Puisque M est engendre´ par u sur DX [x
−1], ϕ ∈ Cmod 0X M est de´termine´ par
sa valeur ϕ(u) ∈ Dbmod0X . Il existe donc une section 1u de C
mod 0
X M telle que
1u(u) = u.
Tout revient ainsi a` montrer le the´ore`me dans le cas ou`
k :M ′ ⊗C M ′′ −→ Db
mod0
X
est un accouplement sesquiline´aire entre deux OX [x
−1]-modules libres de rang
fini a` connexion, m′,m′′ en sont deux sections locales, et u = k(m′,m′′).
On se rame`ne, par un reveˆtement cyclique, au cas ou` M ′ et M ′′ ad-
mettent chacun une de´composition formelle modele´e sur M ′e´l et M ′′e´l (si
M ′′ = Cmod 0X M
′, un reveˆtement qui convient pour l’un convient aussi pour
l’autre).
On travaille ensuite avec l’image inverse par l’e´clatement re´el e : Y˜ → Y
de l’origine. On note AeY le faisceau des fonctions C
∞ sur Y˜ annule´es par
l’ope´rateur de Cauchy-Riemann y∂y, DeY = AeY ⊗e−1OY e
−1DY et Db
mod 0
eY
le
faisceau sur Y˜ des distributions mode´re´es le long de e−1(0) = S1. On note enfin
M˜ = AeY ⊗e−1OY e
−1M . C’est un DeY -module a` gauche, qui est AeY [y
−1]-libre.
L’accouplement k s’e´tend de manie`re unique en un accouplement DeY ⊗CDeY
-
line´aire
k˜ : M˜ ′ ⊗C M˜ ′′ −→ Db
mod0
eY
(simplement parce que M est C{y}[y−1]-libre). On alors peut travailler locale-
ment sur Y˜ avec k˜ et ainsi remplacer, graˆce au the´ore`me de Hukuhara-Turrittin
(voir par exemple [4]), M˜ ′ et M˜ ′′ par leurs mode`les e´le´mentaires respectifs
⊕ϕ(E
ϕ ⊗R′ϕ) et ⊕ϕ(E
ϕ ⊗R′′ϕ).
Lemme 2. — Si ϕ, ψ ∈ y−1C[y−1] sont distincts, tout accouplement sesqui-
line´aire k˜ϕ,ψ = (E
ϕ ⊗R′ϕ)⊗C (E
−ψ ⊗R′′−ψ)→ Db
mod0
eY
prend ses valeurs dans
le sous-faisceau des fonctions a` de´croissance rapide.
De´monstration. — Puisque eψ−ψ est un multiplicateur sur Dbmod0eY , on peut
se ramener au cas ou`, par exemple, ψ = 0. Par re´currence sur le rang de R′ϕ
et R′′0 , on se rame`ne au cas de rang 1, et puisque les fonctions y
α ou yβ sont
aussi des multiplicateurs, on se rame`ne au cas ou` R′ϕ et R
′′
0 sont e´gaux a` OY .
Alors u˜ = k˜(«eϕ», 1) est un germe de distribution mode´re´e sur Y˜ qui satisfait
a` ∂yu˜ = 0 et ∂yu˜ = ϕ
′(y)u˜. On en de´duit u˜|Y ∗ = e
ϕ. Donc u˜ a` croissance
mode´re´e ⇐⇒ u˜ a` de´croissance rapide.
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De la meˆme manie`re (en utilisant la forme normale pour R′0, R
′′
0 ), on voit
que les termes diagonaux k˜ϕ,ϕ(m˜
′, m˜′′) se de´composent en somme, a` coefficients
dans C∞
eY
, de termes eϕ−ϕyβ
′
yβ
′′
(log y)j(log y)k (β′, β′′ ∈ C, j, k ∈ N). On
re´e´crit chacun de ces termes comme une somme, a` coefficients dans C∞
eY
, de
termes |y|2βL(y)ℓ (β ∈ C, ℓ ∈ N).
Si m′,m′′ sont des sections locales de M ′,M ′′, on utilise une partition de
l’unite´ sur Y˜ . On obtient pour e∗k(m′,m′′) un de´veloppement du type (∗),
a` coefficients f˜ϕ,β,ℓ dans e∗C
∞
eY
, a` l’ajout pre`s d’une fonction C∞ infiniment
plate le long de e−1(0) : on l’incorpore dans un des coefficients f˜ϕ,β,ℓ. On note
alors B˜ϕ l’ensemble d’indices β correspondant a` ϕ. Puisque |y| est C
∞ sur Y˜ ,
on peut supposer que la diffe´rence de deux e´le´ments distincts de B˜ϕ n’est pas
dans 12Z.
Il reste a` voir que l’on peut re´e´crire ce de´veloppement avec des coefficients
fϕ,β,ℓ dans C
∞
Y . Nous allons utiliser un argument de transformation de Mellin,
comme dans le corollaire 1, dont nous n’utiliserons que les notations.
Notons y = ρeiθ en coordonne´es polaires. Une fonction f˜ ∈ e∗C
∞
eY
admet
un de´veloppement de Taylor
∑
m>0 f˜m(θ)ρ
m ou` f˜m(θ) est C
∞ sur S1 et se
de´veloppe en se´rie de Fourier
∑
n f˜mne
inθ. Une telle fonction peut s’e´crire sous
la forme
∑0
k=−2k0
gk(y)|y|
k avec k0 ∈ N et gk ∈ C
∞(Y ) si et seulement si
(2) f˜m,n 6= 0 =⇒
m± n
2
> −k0.
En effet, si cette condition est satisfaite, on e´crit f˜m,ne
inθρm = f˜m,ny
k′yk
′′
avec
k′ = (m+ n)/2 et k′′ = (m− n)/2, donc k′, k′′ > −k0 et k
′ + k′′ > 0. Il existe
alors un entier k compris entre −2k0 et 0 tel que k
′− k/2 ∈ N et k′′− k/2 ∈ N.
La partie du de´veloppement de Fourier de f˜ correspondant a` k fixe´ fournit, par
Borel, une fonction gk(y) ∈ C
∞(Y ). La diffe´rence f˜ −
∑0
k=−2k0
gk(y)|y|
k est
une fonction C∞ sur Y˜ , infiniment plate le long de |y| = 0. C’est donc aussi une
fonction C∞ sur Y , infiniment plate a` l’origine. On l’ajoute a` g0 pour obtenir
la de´composition voulue de f˜ .
La condition (2) peut s’exprimer en terme de transforme´e de Mellin. On
remarque en effet que, pour tous k′, k′′ ∈ 12N tels que k
′+k′′ ∈ N, la transforme´e
de Mellin s 7→ 〈f˜ , |y|2sy−k
′
y−k
′′
χ〉, qui est holomorphe pour Re(s)≫ 0, s’e´tend
en une fonction me´romorphe sur C avec des poˆles simples au plus contenus dans
1
2Z. La condition (2) est e´quivalente au fait qu’il existe k0 ∈ N tel que, pour
tous k′, k′′ ∈ 12N avec k
′ + k′′ ∈ N, les poˆles de s 7→ 〈f˜ , |y|2sy−k
′
y−k
′′
χ〉 soient
contenus dans l’intersection des ensembles k0−1+k
′− 12N
∗
et k0−1+k
′′− 12N
∗
.
En raisonnant par re´currence descendante sur ℓ, c’est-a`-dire aussi sur l’ordre
maximal des poˆles, on conclut qu’une fonction
∑L
ℓ=0 f˜ℓL(y)
ℓ a` coefficients dans
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C∞(Y˜ ) peut se re´e´crire sous la forme
∑
−2k06k60
∑L
ℓ=0 gk,ℓ(y)|y|
kL(y)ℓ avec
gk,ℓ ∈ C
∞(Y ) si et seulement si la meˆme condition est satisfaite (et les poˆles
sont d’ordre 6 L+ 1).
Maintenant, si B˜0 ⊂ C est un ensemble fini tel que deux e´le´ments distincts ne
diffe`rent pas d’un demi-entier, une fonction f˜ =
∑
β∈ eB0
∑L
ℓ=0 f˜β,ℓ|y|
2βL(y)ℓ a`
coefficients dans C∞(Y˜ ) se re´e´crit
∑
β∈B0
∑L
ℓ=0 fβ,ℓ|y|
2βL(y)ℓ pour un certain
ensemble B0, avec fβ,ℓ ∈ C
∞(Y ), si et seulement si il existe un ensemble
fini A0 ⊂ C tel que, pour tous k
′, k′′ ∈ 12N avec k
′ + k′′ ∈ N, les poˆles de
s 7→ 〈f˜ , |y|2sy−k
′
y−k
′′
χ〉 soient contenus dans (A0 + k
′ − N) ∩ (A0 + k
′′ − N).
Enfin, si f˜ admet un de´veloppement du type (∗) a` coefficients dans C∞(Y˜ ),
la condition ci-dessus applique´e a` f˜ est e´quivalente au fait que f˜ peut se re´e´crire
avec des coefficients f0,β,ℓ ∈ C
∞(Y ), d’apre`s un analogue e´vident du lemme 1.
On applique donc ceci a` k(m′,m′′) : on voit que la condition sur la trans-
forme´e de Mellin est satisfaite en utilisant l’existence d’e´quations fonctionnelles
de Bernstein pour m′ et m′′, de la meˆme manie`re que dans le corollaire 1 et on
obtient ainsi le re´sultat pour les coefficients avec ϕ = 0. On obtient le re´sultat
pour les autres coefficients en appliquant le meˆme raisonnement a` E−ϕ ⊗M ′
et Eϕ ⊗M ′′ pour les diffe´rents ϕ.
2. Application a` la filtration parabolique canonique
Soit M un germe de fibre´ me´romorphe a` connexion sur X et N = π+M son
image inverse par une ramification π : Y → X . On suppose que N admet un
mode`le e´le´mentaire formel : N̂ ≃ ⊕ϕ(E
ϕ ⊗ Rϕ). Pour tout ϕ et tout b ∈ R,
on note Pb(N̂) = ⊕ϕ∈Φ(E
ϕ ⊗ V bRϕ), si V
• de´signe la filtration de Deligne du
fibre´ me´romorphe a` singularite´ re´gulie`reRϕ, de´finie comme plus haut par le fait
que le re´sidu de la connexion logarithmique sur V bRϕ a ses valeurs propres de
partie re´elle dans [b, b+1[. Alors Pb(N̂ ) est un C [[y]]-module libre de type fini tel
que C [[y]] [y−1] ⊗C[[y]] P
b(N̂) = N̂ . On a aussi yPb(N̂) = Pb+1(N̂). Toute suite
exacte 0 → N̂ ′ → N̂ → N̂ ′′ → 0, ou` N̂ , N̂ ′, N̂ ′′ admettent une de´composition
comme ci-dessus, est strictement filtre´e relativement a` la filtration P•.
Le C{y}-module Pb(N) := Pb(N̂) ∩N est libre de type fini, c’est un re´seau
deN et toute suite exacte 0→ N ′ → N → N ′′ → 0, ou`N,N ′, N ′′ admettent un
mode`le e´le´mentaire formel, est strictement filtre´e relativement a` la filtration P•.
Enfin, en prenant les invariants sous l’action de Z/qZ, on obtient la filtration
(parabolique) canonique de M , qui se comporte aussi de manie`re stricte dans
toute suite exacte (cf. [5] pour un cas plus ge´ne´ral de cette construction) :
P
b(M) := Pqb(N)Z/qZ. Remarquons que, pour tout k ∈ Z, on a xkPb(M) =
P
b+k(M).
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Lemme 3. — Dans M on a, pour tout b ∈ R, l’e´galite´ C{x}〈x∂x〉 · P
b(M) =
V b(M).
De´monstration. — On remarque d’abord que la filtration V • se comporte
comme P• par rapport a` la ramification, c’est-a`-dire que V b(M) = V qb(N)Z/qZ :
en effet, y∂y ope`re comme q(Id⊗x∂x) sur 1 ⊗M ⊂ N . L’inclusion ⊂ est alors
claire. On se rame`ne a` montrer l’e´galite´ pour N , en prenant ensuite les inva-
riants sous Z/qZ. Il suffit enfin de montrer l’e´galite´ des formalise´s des deux
termes, ce qui donnera aussi leur e´galite´.
D’un coˆte´ on a V b(N̂) = V b(R0)⊕
⊕
ϕ 6=0(E
ϕ ⊗Rϕ). D’un autre coˆte´, on a
C{y}〈y∂y〉 · (E
ϕ ⊗ V b(Rϕ)) =
{
V b(R0) si ϕ = 0,
Eϕ ⊗Rϕ sinon.
On en de´duit l’assertion.
Corollaire 2. — L’extension minimale Mmin := C{x}〈∂x〉 · V
>−1(M) est
aussi e´gale a` C{x}〈∂x〉 · P
>−1(M).
Soient M ′,M ′′ deux fibre´s me´romorphes sur X et soit k : M ′ ⊗C M ′′ →
Db
mod0
X,0 un germe d’accouplement DX,0 ⊗C DX,0-line´aire.
Corollaire 3. — La restriction de k a` P>−1(M ′) ⊗C P>−1(M ′′) prend ses
valeurs dans l’espace des (germes de) fonctions L1loc(
i
2πdx ∧ dx).
De´monstration. — Il est e´quivalent et plus commode de montrer que la res-
triction de k a` P>0(M ′) ⊗C P>0(M ′′) prend ses valeurs dans L
1
loc(
i
2π
dx
x ∧
dx
x ).
Soit π : y 7→ x = yq une ramification adapte´e a` M = M ′ et M ′′ et no-
tons N = π+M . On peut de´finir de manie`re naturelle un accouplement π+k :
N ′ ⊗C N ′′ → Db
mod0
Y,0 qui est DY,0 ⊗C DY ,0-line´aire et dont la restriction aux
e´le´ments Z/qZ-invariants soit π∗k. Il suffit alors de montrer la proposition
pour π+k et L1loc(
i
2π
dy
y ∧
dy
y ). Si m
′ ∈ P>0(N ′) et m′′ ∈ P>0(N ′′) alors, en
posant v = π+k(m′,m′′), tout β ∈ Bϕ(v) a une partie re´elle > 0 et le corol-
laire 1 applique´ a` v montre que, puisque eϕ−ϕ est localement borne´e pour tout
ϕ ∈ y−1C[y−1], v est dans L1loc.
Remarque (Filtration parabolique canonique et cycles proches formels)
Pour tout b ∈ R, le quotient grb
P
(N) := Pb(N)/P>b(N) est isomorphe a`
⊕ϕ⊕β|Reβ=bψ
β
y (Rϕ) ; il est de dimension finie. Il est muni d’un endomorphisme
semi-simple S = ⊕ϕ ⊕β|Reβ=b β Id et d’un endomorphisme nilpotent N somme
directe des endomorphismes y∂y − β sur les ψ
β
y (Rϕ). Enfin, y : ψ
β
y (Rϕ) →
ψβ+1y (Rϕ) est un isomorphisme compatible avec l’action de N.
On pose alors, pour Reβ = b,
ψ̂βy (N) = ker[S− β Id : gr
b
P(N)→ gr
b
P(N)] = ⊕ϕψ
β
y (Rϕ).
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Cet espace, muni de N, est l’espace des cycles proches formels de N pour la
valeur propre β (il est plus gros que ψβyN = ψ
β
yR0).
L’action de Z/qZ sur N pre´serve Pb(N) et induit une action sur grb
P
(N). Elle
pre´serve aussi chaque ⊕ϕψ
β
y (Rϕ) = ψ̂
β
y (N), i.e. commute a` S, et elle commute
aussi a` N.
En prenant les invariants sous Z/qZ, on trouve
grbP(M) := P
b(M)/P>b(M) = grqb
P
(N)Z/qZ,
et on munit le terme de gauche de l’endomorphisme semi-simple SM =
1
qSN et
de l’endomorphisme nilpotent NM =
1
qNN . On en de´duit
(ψ̂βy (M),N) := ker[S− β Id : gr
b
P
(M)→ grb
P
(M)] = (ψ̂qβy (N)
Z/qZ, 1qN).
Toute suite exacte 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 donne lieu a` une suite exacte
0→ ψ̂βyM
′ → ψ̂βyM → ψ̂
β
yM
′′ → 0 compatible a` N.
On a (ψ̂βy (M),N) = (ψ̂
β
y (M̂),N) pour tout β. Si M est re´gulier en 0, on a
(ψ̂βy (M),N) = (ψ
β
y (M),N) pour tout β.
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